Lycée Naval, Spé 2.
ELECTRONIQUE. 01. Stabilité des systémes linéaires.

Stabilité des systémes linéaires

1 Systéme linéaire invariant

1.1 Définitions

Opérateur

Le systéme physique sera considéré comme un opérateur qui, a un signal d’en-
trée e(t), associe un signal de sortie s(t).

e(t) s(1)
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Représentation schématique d’un opérateur

Exemple : pont diviseur de tension
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Remarque : un signal représente toute grandeur physique mesurable.

Linéarité
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1.2 Systéme régi par une équation différentielle

Un systéme linéaire permanent sera caractérisé par une équation différentielle
de la forme :

" dRs(t) " dle(t)
boS(t) + ; by, pr = aoe(t) + ; GZW

ot les coefficients a; et by sont des constantes.

On appelle e;(t) et ea(t) deux signaux d’entrée et s1(t) et so(t) les signaux de
sortie associés. Le systéme S est linéaire si, pour une excitation aeq(t) 4 bea(t),
la réponse s’écrit asy(t) + bsa(t).
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Caractére invariant

_> a61+‘b62 ,—lo in as1+‘b52
[ > D. . >

Un systéme est dit invariant (ou permanent) si ses caractéristiques ne varient
pas au cours du temps. Une translation dans le temps sur le signal d’entrée se
traduit par une translation identique sur le signal de sortie.

Remarques :

* Une telle équation différentielle linéaire a coefficients constants assure les ca-
ractéres linéaire et invariant du systéme.

* Il existe des opérateurs linéaires qui ne sont pas régis par ce type d’équation,
on peut citer l'opérateur "retard" tel que s(t) = e(t — 7).

Exemple :
Considérons la réponse en tension aux bornes du condensateur pour un circuit

RLC série soumis & un échelon 2de tension FE :
d“u.  wp due

Yt >0 —
a2 0 dt

2, )2
+ wjue = wiE

2 Réponse fréquentielle et fonction de transfert

2.1 Rappels sur le régime sinusoidal forcé

On considére un signal d’entrée sinusoidal de la forme :
e(t) = Ecos (wt + ©e)
auquel on associe la représentation complexe : e(t) = Ee/ (Witee) — peiwt

Pour un systéme linéaire, en régime forcé, le signal de sortie est un signal
sinusoidal, de méme pulsation que le signal d’entrée, de la forme :



s(t) = S cos (wt + ps)
auquel on associe la représentation complexe : s(t) = Se’ (Witepe) — Geiwt

Remarques :

* Le caractére linéaire et les coeflicients réels de 1’équation différentielle assurent
I’équivalence de ’étude en représentation complexe ou réelle.

* La solution générale s(t) est la somme de deux termes : la solution du régime
transitoire (solution générale sans second membre) et la solution forcée (solution
particuliére avec second membre).

* On suppose pour I'instant que le régime transitoire s’atténue rapidement laissant
la place & la solution associée au régime forcé. Cet aspect sera approfondi dans le
paragraphe "stabilité" de ce chapitre.

2.2 Fonction de transfert

En régime sinusoidal forcé, on définit la fonction de transfert (ou transmittance)
selon : S
s
H(jw)=~-=—
Hjw) =7 =%
ou de fagon équivalent avec p = jw, imaginaire pur :
S(p)
H(p) = =5
E(p)
La fonction de transfert est caractérisée par :
S
* son amplitude (le gain) : |H| = ||E‘|’

* sa phase : arg H = s — e

2.3 Equivalence : équation différentielle et fonction de transfert
ds(t)
dt

équation différentielle linéaire & coefficients constants réels :
n

" dks die
b0§+ kZ:lbkdtk = aoe + Zaz%

Pour la représentation complexe, = jws(t). Si le systéme est régi par une

alors on peut écrire :
m n

5 X Zbk(jw)k =e X

k=0 1=0

On en déduit I'expression de la fonction de transfert :

n

i
g a; X p
i=0

. s i=
H(jw) =2 = 2 on Hip) = 20—
T k(iw)” > b x p"
k=0 k=0
opérationnel <  fréquentiel <> temporel
b Jw dt
2 : N2 2 d?
P o (Jw)=-w a2
Exemple :
. R
1
e(t) Cl s(1)
ds(t) 1
t) = s(t H(p) =
e(t) = s(t) + 7, "=

3 Filtrage et décomposition harmonique (rappels)

3.1 Représentation de Bode de la fonction de transfert
Principe

Il s’agit de représenter, en fonction du logarithme de la fréquence (ou de la pul-
sation) :

* le gain en décibel : Gyp = 20log |H|

* le déphasage : p = arg H

Remarque :

Si on peut écrire H = H,.H, :

alors Ggp = Gap1 + Gap, et arg H = arg (H,) + arg (H,)

Cela signifie que la représentation de Bode de H se construit comme ’addition
(selon I'axe des ordonnées) des représentations de Bode de H; et H,, tant pour
le gain en décibel que pour la phase.



Tracé asymptotique

On considére & nouveau ’exemple du circuit RC, passe-bas d’ordre 1.
1 J—
1+ jwr 14z

La fonction de transfert est de la forme : H = avec T = wT.

Ce qui donne pour le gain en décibel : Gy = —10log (1 + xQ)

* A basse fréquence Gyp — 0 (les signaux de basse fréquence sont conservés)

% A haute fréquence Gyp ~ —201log 2 (les signaux de haute fréquence sont forte-
ment atténués)

La fréquence de coupure & -3dB est caractérisée par |H|(z.) = @max /\/2, soit
x. = 1 pour ce filtre.

Gap | log T

—9 1N
~10 |
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—40
Pour la phase : ¢ = —arg (1 + jz) = —arctanz

—7/2

Le filtre sélectionne les basses fréquences, il s’agit d’un filtre passe-bas du ler

ordre (pente -20dB/dec).

3.2 Décomposition en série de Fourier

2
Soit v(t) un signal T-périodique tel que v(t + T') = v(t); en posant wy = %, il

est possible de décomposer v(t) en une somme de termes sinusoidaux de pulsation
multiple de wq dite série de Fourier :

v(t) = Ao+ (A cos (kwot) + By sin (kwot))
k=1

* Le terme fondamental est associé au terme d’ordre k = 1.
* Les termes suivants constituent les harmoniques de rang k.
* Pour une fonction paire, les coefficients By, sont nuls,

* Pour une fonction impaire, les coefficients A sont nuls.

Remarque : les coefficients de ce développement sont donnés par :
to+T
Ay = T v(t)dt (valeur moyenne de v)
¢
9 to+T 0 to+T
A = / v(t) cos (kwot)dt et By = — v(t) sin (kwot)dt
T to T to

Ces formules ne sont pas a retenir et ’objectif n’est pas de calculer explicitement
ces coeflicients.

Exemples :

— Signal sinusoidal :

Un signal sinusoidal est directement sous sa forme décomposée :

signal v (t) | A

spectre




Signal créneau :

. . . AE x (—=1)*
Les coefficients d’un signal créneau pair valent : Vk > 0, Aok = W
T
signal v(t) |Ar| spectre
t
| k
_ — ! ; 5

3.3 Effet d’un filtre sur un signal périodique

Principe :
En comparant la bande passante d’un filtre au spectre en fréquence du signal
d’entrée, il est possible de déterminer 'effet d’un filtre sur un signal périodique :

y gain du filtre

spectre en fréquence du signal de sortie

L .

h

spectre en fréquence du signal d’entrée

Signal d’entrée :

[ Akl

signal e(t) spectre

t

VIV

fo 3f0 5f0

Exemple :

Considérons l'effet d’un filtre passe-bas idéal sur le signal d’entrée, signal trian-
gulaire de moyenne non nulle.

On note fy la fréquence fondamentale du signal et f, la fréquence de coupure du
filtre.

Signal de sortie :

signal A\ s(t) A spectre
t
k
| 1
1 3 5
signal /1\ s(t) |Ax| spectre
t
k
1 3 5
signal s(t) |Ax| spectre
:
k
1 3 5

Les éventuels déphasages introduits par le filtre ont été ignorés.



Exercice d’application :

On considére un signal créneau de moyenne non nulle dont on a représenté ’évo-
lution temporelle et le spectre en fréquence.

|
EJ2 1
=
0 T 0 fo 3fo 5fy 7fo 9, 11f,
t f

La décomposition en série de Fourier de ce signal de période T' = 27 /wq s’exprime
selon : -
2F 1
— ———sin ([2k 4+ 1] wot
T ZQk—}—l in ([2k + 1] wot)
k=0
On applique & ce signal un filtre passe-bas du premier ordre de fonction de trans-

fert :
1 1

H ‘w == =

A(5) = 5 5h00 ~ 1 ¥ jw/we
Trés généralement, on obtient le signal de sortie en appliquant la fonction de
transfert & chacune des composantes du signal (avec wy = (2k + 1)wp) :

E 2B 1 I W
— X sin | wgt — arctan (| —
2 2k+1 We

s(t) = —

2 * T o w
= 1+<’“>
we

— Quelques cas particuliers :

* Premier cas : w. = 5wy

| =¥
E/2 1
et w, =5w,
0 0 | | | 1 1
0 T 0 fo 3fo 5fo 7fo 9o  11f,
t f

Analyse fréquentielle : le signal est peu affecté par le filtre.
En sortie, seuls les harmoniques de rang élevé sont affectés, ce qui explique la
difficulté de suivre les variations rapides du signal d’entrée.

Analyse temporelle : I'équation différentielle associée & la fonction de transfert
s’écrit : ds(t) T . T
s
t) =e(t =RC==-x — <K=
7 +s(t) =e(t) avec T 5 57r<<2
L’équation différentielle est celle d’'un circuit RC série soumis & un échelon de
tension. Comme 7 < T, on observe la charge et la décharge complétes du conden-

sateur.

* Second cas : we = wp/10

/| =
B/2 ]
T L—"T~——1 — w, =wp /10
) o
0 T 0 fy 3o S T 9 11f,
t f

Pour 'analyse, il est préférable de décomposer le signal d’entrée en la somme de
sa composante continue e;(t) = F/2 et es un signal créneau d’amplitude E/2 et
de moyenne nulle.

Analyse fréquentielle :

La composante continue n’est pas affectée par le filtre, en effet H(0) = 1.
Comme w, < wy, les autres composantes sont trés fortement atténuées, il reste
une légére ondulation affine autour de la valeur moyenne.

Analyse temporelle : (comportement intégrateur)

Pour toutes les fréquences de eg, wy, = (2k+ 1)wp > w,, et la fonction de transfert
prend la forme :
sp 1 dssy(t)
ey jw/we dt
Avec ey fonction constante par morceaux, le signal de sortie fluctue autour de
sa valeur moyenne selon une ondulation affine d’amplitude totale sur une demi-

=  Jwsy = Weey = = weea(t)

période :
E w F 7 mFE
ASchx—x— = §= — X — X — = —
2 2 10 2 wo 20



4 Stabilité

On considére un systéme linéaire décrit, en représentation temporelle ou opéra-
tionnelle, sous la forme :

" dRs(t "~ die(t
bos(t) + Z bkdt(k) = ape(t) + Z aidt("')
k=1 i=1

Z a; X pi
s(p) _ =0

H(p) =
e(p) & x

b X

kzo kX D

4.1 Critére de stabilité

Enoncé

Un systéme d’ordre 1 ou 2 (m = 1 ou m = 2) est stable si les coefficients by, by

et by sont de méme signe.

Justification

La solution associée au régime transitoire vérifie I’équation :
ds(t) d?s(t)
bos(t) + b +0b =0
0s(t) + b1 =5~ b0
Le systéme est stable si la solution du régime transitoire est amortie. C’est le cas
si les coefficients sont tous de méme signe. Dans le cas contraire, la solution du
régime transitoire diverge jusqu’a saturation ou dégradation du systéme.

Cas d’un systéme du premier ordre avec s(0) = s

ds(t

— s(t) + 7 il(t ) _ 0 = s(t) = spe~t/T = systéme stable
ds(t

— s(t)—7 ii(t ) =0 = s(t) = spe!/T = systéme instable

4.2 Application : oscillateur a résistance négative

On considére le circuit représenté ci-aprés. Le dispositif encadré en pointillés sera
décrit dans un prochain chapitre ; a ce stade il suffit de savoir, qu’en fonctionne-
ment linéaire, sa caractéristique est celle d’'une "résistance négative" : u = — Ri.

L r
/5000 L
dwm wm L

uc(t)) —_— C

Equation différentielle :

La tension aux bornes du condensateur vérifie I’équation différentielle :
d*uc(t)  (r—R)  duc(t) 1

i T X a Trot®=0

Solutions :

— 7 < R : systéme instable, les apports dominent les pertes. La solution du
régime transitoire est exponentiellement croissante mais limitée en amplitude par
les non-linéarités du systéme.

10 Apparition des oscillations (courbes experimentales)

tension (V)
o

~10 ; ; ;
~0.010 -0.005 0.000 0.010

10 T T T L (IS)

i i i
0.015 0.020 0.025 0.030

tension (V)
o
=__

s

i i i i
0.010 0.015 0.020 0.025

t(s)

—10 I I I
-0.010 -0.005 0.000 0.005 0.030

On constate que le systéme tend d’autant plus vite vers la saturation que les
apports ("—R") 'emportent sur les pertes ("r").



— r = R : cas limite théorique de l'oscillateur harmonique, I’équation se simplifie
selon :

dPug(t 1
dt2( : gt =0

La solution est une oscillation purement sinusoidale.

— r > R : systéme stable, les pertes dominent les apports. La solution du régime
transitoire est atténuée exponentiellement.
Les oscillations ne peuvent pas apparaitre.

Capacités exigibles :

— Transposer la fonction de transfert opérationnelle dans les domaines fréquentiel
(fonction de transfert harmonique) ou temporel (relation différentielle).

— Discuter la stabilité d’un systéme d’ordre 1 ou 2 d’aprés les signes des coeffi-
cients de la relation différentielle ou de la fonction de transfert.
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